TS RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

Propriété

Soit P(a) une proposition dépendant d'un entier n et ng un entier fixé.
Si P(np) est vraie (Initialisation)

et si pour tout entier n 2 ng  P(n) = P(a+1) (hérédité),
alors P(n) est vraie pour tout entier a = np.

Remarque
Cette proprieté, que I'on ne déemontre pas et qui semble tenir du "bon sens" est en fait un axiome des
mathématiques, c'est-a-dire un énoncé posé a priori qui sera une des bases de la théorie mathématique.
En géométrie un axiome célébre est 'axiome d'Euclide : "Par un point donné il passe une paralléle et une
seule a une droite donnée”.

EXEMPLE 1

soit a un réél strictement positif

montrer que pout tout entier n (1+ a " >1+na

Soit P(n) la proprieté “(1 4+ a) © > 1+na*“

initialisation
pourn=20

(1+a) ° =1 1+na =1+0%=1

P(0) est vraie
hérédité
on suppose que pour un entier n P(n) est vraie montrons que P(n+1) est vraie

d aprés | hypothése de récurrence

(14 a " 21+na

on multiplie par 1 + a

(1+a)(1+ a) " > (14 a)(1+na)

+1 2
(1+a) "7 >1+na+a+na



dou (1+ a) "™ >1+Mn+)a+nd
na® >0 donc 1+(n+l)a+na’ > 1+(n+a

dou (1+ @ "™ > 1+(n+1)a

P(n+1) est vraie la propriété est héréditaire

conclusion

P(0) est vraie et la propriétée est héréditaire d aprés le principe de récurrence

pour toutentiern (1 + a) © > 1+na

EXEMPLE 2

%kz = n(n=1H(@2n+1)

montrer que pour tout entier n non nul 5

k=1

“

k2 = n(=D2n+1)

soit P(n) la proprieté 3

n

k=1

initialisation

pour n =1

1

2 _ .2 _ n(n=D)@2n+1) _ 1(0=DE+1D) _
k§_]1k =1"=1 d autre part 3 = 3 =1

P(1) est vraie

hérédité

on suppose que pour un entier n P(n) est vraie montrons que P(n+1) est vraie



d apres | hypothese de récurrence

%kz = n(n=1)6(2n+1)

k=1

n+1 2 n 2 2 2

Yk = Yk + (n+1) =w+ (n+1)

k=1 k=1

o am=1)@n+1)+6(ntl) (n+1)(2n°+7n+6)

Z k° = = = (D ®n+2)((2n+3)
2 6 6 6

P(n+1) est vraie

conclusion

P(1) est vraie et la propriétée est héréditaire d aprés le principe de récurrence

%kz = _n(=1D(2n+1)

pour tout entier n non nul 3

k=1



