TS SUITES feuille 5

1. Exercice 4 (7 points)

I. Premieére partie
On appelle f et g les deux fonctions définies sur I'intervalle [0 ; +wo [ par

2
f(x)=In(1+x)-x et g(x)=|n(1+x)—x+x?.
1. Etudier les variations de fet de g sur [0 ; +o [.
2

2. En déduire que pour tout x>0, x—X?s IN(1+x)<x.

II. Deuxiéme partie

On se propose d’étudier la suite (u,) de nombres réels définie par : y, :g et U, =U, (l+ 2nl+1 ]

1. Montrer par récurrence que u,> 0 pour tout entier naturel n>1.

2. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n>1 :

Inu, :In(1+1j+ln(1+ij+...+ln(1+i).
2 2? 2"

3.0n pose S, =1+i+...+i et T, =1+i+...+i
2 22 2n 4 42 4I"I

N R . 1
Al'aide de la premiere partie, montrer que : S, _ET" <lInu, £8S,.

4. Calculer S, et T,en fonction de n. En déduire lim S, et lim T,.

N>+ N—>-+o0
5. Etude de la convergence de la suite (u,,).

a. Montrer que la suite (u,) est strictement croissante.

b. En déduire que (u,) est convergente. Soit / sa limite.

c. On admet le résultat suivant : si deux suites (v,) et (w,) sont convergentes et telles que v, <w,

pour tout n entier naturel, alors lim v, < lim w,,.

nN—+o0 nN—+o0

5 .
Montrer alors que 5 <Inl<1 eten déduire, un encadrement de /.
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