TS RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

Propriété

Soit P(r) une proposition dépendant d'un entier # et a un entier fixé.
Si P(np) est vraie (Initialisation)

et si pour tout entier n =y P{n) = P(r+1) (hérédité),
alors P(n) est vraie pour tout entier a = ap.

Remarque

Cette propriété, que 'on ne démontre pas et qui semble tenir du "bon sens" est en fait un axiome des
mathématigues, c'est-a-dire un énonce posé a priori qui sera une des bases de la théorie mathématique.

En géométrie un axiome célébre est 'axiome d'Euclide : "Par un point donné il passe une paralléle et une
seule a une droite donnée”.

Exemple

Démontrons par récurrence que pour tout pde N, ona 27 =5+ 1.
Soit P(n) la proposition @ « 27 estsupérieurouégala n+1 »

Initialisation :

pourn=0,ona 2°=29=1 et a+1=0+1=1, doncla proposition P(n) est vraie pour n=0.

(On pourrait vérifier sans difficulté la proposition P{a2) pour =1, 2, 3... cela peut &tre utile pour la compréhension, mais
c'est sans utilité pour le raisonnement)

Heérédité :

Supposons que la proposition P(n) est vraie pour un entier naturel fixé n.

Onadonc 2" zn+ 1.

On veut alors démontrer que P(a+1) est vraie c'est-d-dire que 2™ = (n ¢+ 1) + 1 cest-a-dire 21 - (n + 2) 20
Sachant que 2" zna + 1, on peut multiplier chacun des membres par 2 {(nombre réel positif).

On obtient 2x2% =2(n+1) cest-a-dire 2% =20+2

Alors 2%l _ (74 2)22n+2 - (n+2) (en enlevant (n+2) aux deux membres)

donc 22#1l _(n 4+ 2) zn

Comme n est un entier naturel donc positif ounul, ona 2% —(n+ 2) zn =0

Onadoncobtenu 27+ — (n +2) =0 donc 2"l z(n+1)+1

La proposition P{n+1) est alors vérifiee.

On a donc justifié que P(0) est vraie (initialisation)

et que pour tout entier n 20 P(n) = P({a+1) (hérédité)

On a donc démontré par récurrence que la proposition P(n) est vraie pour tout entier » = 0.
cest-a-direque 2" =za+1 pourtoutrde N .

Exercice 01
Démontrer par réecurrence que pour tout entier n = 1, la somme des entiers de 1 & nest égale a ,_,[_,1;_1}_

cest-a-dire 142+ ... +n= ﬂ”;_"l

Exercice 02

Soit x un réel différent de 1.

. . 1= _rm-i
Démontrer par récurrence que pour tout ne IN : 1+x+22 4. 4 x"= T
-X

Exercice 03

On considére la proposition P(a): 27 =a2 .
1% }Cette proposition est-elle vraie pour les entiers 0,1,2,3,4,57
2% )Démontrer gue la proposition P(a) est vraie pour tout entier naturel » différent de 3



