PROBLEME feuille 26 a

PROBLEME 12 points

A tout entier naturel n = 1 on associe la fonction numérique f;, définie sur l'inter-
vallelI =[1; +ool par:

) 1 (Inx)"
fn[l}=m _'.\:.'2

r,

On note €, la courbe représentative de f, dans un repére orthogonal (D. ?] du

plan. (Choisir comme unités graphiques 1 cm sur x'x et 10 cm sur y'y.)
La premiére partie propose I'étude de fi Dans les parties 11 et I11 on précise certains
comportements des fonctions f, et des primitives de ces fonctions,

I. Etude de f;

1. Déterminer la limite de fi en +oc.
Ftudier les variations de f;.
2. Tracer la tangente a %, au point d'abscisse 1 puis tracer la courbe %7.

3. Al'aide d'une intégration par parties, calculer, pour x élément de :

X
I (x) =f filndt.
1

II. Comportement des fonctions f,, pour n =1

n

Inx)"
o _ , déterminer la limite de f,; en +oo.

1. Enremarquant que =z -

{ln x)
x21' n

2. a. Calculer f}(x) et vérifier que f, (e"'?) =0,
Donner le tableau de variations de f,.

b. Vérifier que la valeur maximale de f, sur [ est:

}-'":%[;U)H_

3. a. Soitxel.
Etudier, suivant les valeurs de x, le signe de fo(x) — fi(x).
b. Déterminer la tangente a €2 au point d'abscisse 1.
Préciser les positions relatives de € et €.
4. On se propose d'étudier la suite (y,) -
Soit n un entier strictement positif.
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) X
a. Calculer, pour x = 1, M
fulx)
1 ntl 1
b. Montrer que yp1 = Efn [‘3 2 ] etque ypa1 < E.}'n-
f - 11
c. Endéduire que yy, < ey
Quelle est la limite de la suite [y,,}u;l ?

I11. Etude de primitives de f;, surl

A tout entier # = 1 et 4 tout nombre réel x de I, on associe lintégrale

&
In{xJ:ﬁ f,,[!}d.[.

1. a. Soit k£ = 1 un entier.
Grice a une intégration par parties démontrer la relation :

1 (nx)*t!
I = Ip(x) - —_—
ka1 (X) = I(x) Dl x
b. En déduire que pour tout entier n = 1:
1 Inx (Inx)? (Inx)" 1  (Inx"
Iplx)=—=——- e -
x 2lx (n—1)lx nlx

2. Soit @ = 1 un nombre réel fixé.
a. Montrer que 0 < Iy(a) < (a— 1)y, (yn a été défini dans I, 2. b).

b. En déduire tlitp Iy (a). (On utilisera I1. 4. c.).
¥ L N w

3. Pournz=1letx=1onpose:

2 n
W (x) = “rln_:'c+ (In x) s (Inx)
1! 21 !

a. Exprimer W, (x) en fonction de I, (x).

b. a = 1 étant un nombre réel fixé, déterminer ”1111'1 W la).
=00

c. En déduire la limite y de la suite (UJy) ;2 de terme général :

1 1 1
Up= 1+E+E+'“+E.
En s'aidant de la calculatrice donner une valeur décimale approchée de
Us 2 107* prés. Comparer cette valeur a y.



