TS PROBLEME feuille 25 a

A

On se propose d'étudier la fonction f définie sur [0; +oo[ par:

1
.

flx)=(x+De™* six>0 et f(0)=0.

On note ¢ la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére ortho-
normé (0. i, ] J, {unité graphique : 4 cm.)
1. Variations de f
a. Calculer la dérivée ' de f sur [0; +ool.

b. Déterminer la limite de (1 + u)e™™ lorsque u tend vers +co. En déduire
que f est dérivable en 0 et déterminer f'(0).

c. Etudier le sens de variation de f.
d. Déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers +oco.

2. Etude d'une fonction auxiliaire
Soit ¢ la fonction définie sur [0 ; +oo[ par :

o

@lu)=1-(1+uje ™.

a. Calculer la dérivée de .
b. Prouver que, pour tout 1 = 0:

0<o'(w) <

¢. En déduire que, pour tout 1 =0

3. Ftude de fau voisinage de +oco

a. Al'aide de (1), établir que, pour tout x > 0:

1
0=x—flo=< 2z
b. En déduire que % admet une asymptote A en +o0; préciser la position
de % par rapport a A,
4. Etude de la tangente & €'en un point
Soient x un élément de [0; +ool et Ty la tangente 4 ¢ au point d'abscisse x.

a. Déterminer une équation cartésienne de T.

b. Montrer que T, coupe l'axe des abscisses [D; 1 ] au point d'abscisse
X
1+x+x2
5. Construction de %
Construire € et A. On précisera les tangentes a ¢ aux points d'abscisses 1, %
er3.



TS PROBLEME feuille 25 b

B

Soit g la fonction définie sur [0 ; +ool par :
X)=———.
gy 1+ x+x2
On se propose d'étudier la suite (uy),, = définie par la relation de récurrence
Up+1 = g (uy) etla condition initiale up = 1.

1. Convergencede (u,)

a. Etablir que, pour tout x = 0, g(x) < x; résoudre I'équation g(x) =
b. Prouver que la suite (1) est décroissante.

c. Montrer que (u,) converge, puis que sa limite a est nulle.

2. Comportement asymptotique de (1)

1
a. Prouver que, pour toutentiern = 1, g| —| < —.
que. p - g(n) T+l

b. Etudier les variations de gsur [0; 1].

1
¢. En déduire que, pour tout n = 1, uy—1 < —

n
d. Pour tout entier p = 0, exprimer — — en fonction de u,.
up+1 HP
Etablir que :
1 1 1
1< -l —.
Up+1  Up p+1

En déduire que, pourtout n = 1:

1 1 1
HE —=<nR+1+-—-+-—+-
Ly 2 3

1 |
e. Pour tout entier p = 2, comparer E et f —dr.
-1
En déduire que, pour tout n = 2 :

1+1+ +1<il
- n.
2 3

f. Déterminer la limite de nu,, lorsque n tend vers +oo.



