PROBLEME feuille 20 a

PROBLEME 4 points

Les parties B et C sont indépendantes.

Pour les représentations graphiques de ce probléme 'unité choisie est 2 cm; et il
convient de placer I'axe des ordonnées suffisamment a gauche de la feuille afin de
réserver 16cm pour le demi-axe des abscisses positives.

Partie A

Soit f la fonction définie sur [0 ; +oo[ par:

flx)=x(1—-Inx) si x>0, et f(0)=0.

On appelle () la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére or-

A —

thonormé [0, I, ]

1. Justifier que f est continue sur [0 ; +ool.
2. Déterminer la limite de f({x) quand x tend vers 0. En déduire que f n'est pas
dérivable en 0.

3. a. Ftudier lalimite de % quand x tend vers +oa.

b. Etudier les variations de f. Faire un tableau de variations.

4. a. Ecrire une équation de la tangente (T) & la courbe (¢') au point d'abscisse
e.

b. Tracer (T) et (‘¢"). Préciser la tangente & (%¢') au point O.

Partie B

1. On désigne par a et x des nombres réels strictement positifs ; calculer l'inté-

X
graluf flo)de, alaide d'une intégration par parties.

iy
2. Soit o un nombre réel strictement positif et «/(a) l'aire en cm? de la partie du
plan délimitée par 'axe des abscisses, la courbe (%) et les droites d"équations
r=aetx=e.

a. Montrer que = (@) =4fxf{r}ldt.
({On distinguera les «:heu;v:cr casa = eeta =e.
Calculer = (o) en fonction de a.
b. Calculer la limite de o/ (a) quand a tend vers 0.
c. Déterminer a tel que: @ = e et o (a) = e°.
3. Soit xunréel de [0 ; +ool.

X
Prouver |'existence de l'intégrale : f flonde.
0
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X
4, Soit F la fonction définie sur [0 ; +co| par F(x) = f flode.
0

Montrer que F est dérivable sur [0 ; +oo] et préciser sa fonction dérivée.
Quelle est la limite de Fen 07

5. a. DéduireduB 1. que pour x >0:
x? 3
Fix)-F(1)= —(3-2Inx) - -.
(x)—F(1) 4{ ) 2

x2
b. Calculer la limite de T (3= 2Inx) quand x tend vers 0.

En déduire la valeur de F(1). En conclure que si x >0 :

Fix) (3—2Inx).

s

Partie C
A tout réel k on associe la fonction [, définie sur [0 ; +oof par:

fri =0, etsi x=0 fi(x)=x(k—Inx).

On appelle (%)) la courbe représentative de f, dans le repére (O, 7, T .

1. Soit @ un réel strictement positif, A le point d’abscisse a de (%}) et (7) la
tangente a (%) au point Ag.
Déterminer I'ordonnée du point d’intersection de () avec I'axe des ordon-
nées.
En déduire que, lorsque k varie dans R, les tangentes (975) sont concourantes
en un méme point de I'axe [0 ; ?]
2. a. Montrer que 'homothétie de centre O et de rapport e* transforme la
courbe (%) en la courbe (%7).
b. Remarquer que la courbe (%)) est la courbe (%) tracée au A. 4. b.
Par quelle transformation ponctuelle, la courbe (€p) se déduit-elle de
(%61) ? Construire (%p) sur la méme figure que (%)) ainsi que ses tan-

gentes aux points d'abscisses — et 1.
e

3. Déduire, dans le repére [D. T. ?] le tracé de (%5) de celui de (%;) sur laméme
figure que (%) et (€1). Construire les tangentes & (%) aux points d’abscisses
e efetl
Faire apparaitre sur le graphique le point d’'intersection des tangentes aux
courbes (6}, (%) et (¥2) aux points de ces courbes d'abscisse 1.



