TS LIMITES DE FONCTIONS feuille 1

1.1.1 Limites infinies

Définition 1 limite d 'une fonction
Soit [ une fonction.
1. On dit que f(x) a pour limite +oc lorsgue © tend vers oo ( respectivement —oc) si et
sewlement si
pour tout intervalle I =)X; +oc[ (A € R), tous les nombres f(x) sont dans Uintervalle I
dés gue x est assez grand (respectivemeni —x assez grand)

2. Enoncés analogues pour une limite égale @ —oc

Exemple(s)

. lim =400
Tt 00

. lim =" = +oc pout tout n € M
T—soo

. lim =" = —osc pour tout n £ I impair
T —0

. lim =" = 4o pour tout n £ B pair
T —0

1.1.2 Limite finie en I’infini

Définition 2 limite |

Soit | un nombre réel. On dif gue la fonction [ a pour limite | guand x tend vers +oo (respective-
ment —oo)si et seulement si :

pour tout intervalle ouvert T contenant [, les nombres f(x) sont tous dans I dés que x est assez
grand (respectivement —x assez grand).

On note :

liﬂl_’lx f(x) = I{ Respectivement :  lim f(x) =1)

T F—r—00

Remarque :
On peut alors dire que la droite d*équation y = [ est asymptote a la courbe représentative de [ (en +o0 ou —oo selon le

cas.)

1.1.3 limite d’une fonction lorsque la variable tend vers un réel

[ est une fonction définie sur un intervalle I contenant a ou dont a est une borne. (f peut ne pas étre définie en a)
Définition 3 Limite [ena

On dit gue [ tend vers [ quand x tend vers a si et seulement si

pour toul intervalle ouvert J contenant 1, tous les nombres [(x) appartiennent & .J dés que x € T
est assez proche de a

Définition 4 Limite infinie en a

On dit que [ tend vers +oo (respectivement —oo) lorsgue x tend vers a si et seulement si :

pour tout intervalle J =]|A:+oo| ( respectivement | — oc: A) A € R, tous les nombres f(x)
appartiennent a J dés que x € T est assez proche de a.

Note : Lorsque l'on a :
lim f(x) =+
F—a

la droite d'équation & = a est asymptote verticale a la courbe représentant f.
Pour les asymptotes obliques, voir les exercices.
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1.2 A retenir

Théoréme 1 admis

1. Fonction usuelle définie en a :

Lorsgue [ est une fonction polyndme ou ['une des fonctions : x — J/r,xr — cosx,x —
sin x ou encore la somme, le produit, le guotient, la composée ou la valeur absolue de telles
Jfonctions :

Si [ est définie en a, alors
lim f(x) = fla)
T—d

2. Fonetion non définie en a :
Si, pour tout x # a, f(x) = g(x), oi g est une fonction usuelle définie en a,
alors [ admet une limite en a, et

lim f(x) = gla)

il

3. Un résuliat a connaitre : .
. sinx
lim =1
x—0

1.3 Opérations sur les limites

Dans tous les tableaux qui suivent, & désigne un réel, ou +oc, ou —oo et | et I’ désignent deux réels.
Les fonctions f et g considérées sont définies au voisinage de .
Les limites de ces fonctions sont déterminées en .

limite d"une somme

Si f a pour limite i l i +oo | —oo | 4oo
Si g a pour limite I +o0 | —oo | 4o | —0 | —oo
f + g a pour limite I+ 40| —0 |+ | —0 | 7

limite d*un produit
Si f a pour limite Ll =0|1I=01l<0|1l<0| 40|40 | —oc| 0
Si g a pour limite ' 4 | —x | 4+ | —¢ |+ | =0 | = | £
[ = g a pour limite | +00 [ = | —oe | 400 | 400 | —0 | +20 ?

remarque : limite en +o0 de ax”
On déduit du tableau que pour tout entiern = 1, lim =
F—s4-00

lim (az") = —oo.
T—4-00

" = 40 et que,

Sia=0, lim (ax")=+scetsia <0,
F—r400

1
Exercice 1  Déterminer la limite en —oc de la fonction f définie sur B* par : f(x) = «* (— - 2) .
x

1
lim (1 — 2) =-2 et lim 2% = —no,done lim f(x) = 4oc.
T——00

T——nc | T F——0C
limite en I'infini d’une fonction polynéme

Exercice? Déterminer lim =% + 2% —4
T—400

2 4 2 4
:r3+23:2—4=::3(1+-——) et lim —=10; lim — =10
T ; %

ot r=toc T—too
4
dodt lim 1+4—-———=1 et lim 2* =40, Done lim 2% +2¢7 — 4= 4.
T— 400 r x¥ T—400 T—+400

Remarque :La limite en +o0 ou en —oo d'une fonction polyndme est la limite de son terme de plus haut degré.
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limite d’un quotient
— cas ol le dénominateur a une limite non nulle

Si f a pour limite I I +o0 +o0 —00 —oo | doo
Si g a pour limite F£0 | Lo [ =0 <0|'=0|1"'<0| £+
I
i a pour limite 7 0 +o0 —o0 —o | 4o ?
]
—— cas ol le dénominateur a une limite nulle
[ a pour limite I=0|l=0|I<0|l<0 0
4 a pour limite 0+ 0= o+ 0= 0
i a pour limite 4o | —oo | —xe | 4oo ?
]
Exercice 3  Soit f la fonction définie sur B\, 5[ Par: flz)= yr—
XL —

2
lim 2 = ?I et ]im;+ dr —6=1.

T—3 =3

Siz > E alors 4 — 6 = 0 et dans ce cas, lim f(r) = +2¢
=4

=5

Six < ; alors 4z — 6 < 0 et dans ce cas, lim f(r) = —x
:ﬁg

. I . . 3 . Y -
La droite d*équation y = 3 est asymptote verticale 4 la courbe représentant f.
limite en I'infini d"une fonction rationnelle

. . . ) 2r+4
Exercice 4 Déterminer lim -
T —0 BT — )

ul our x # 0
322 —5 s 5\ 3.2 °F s
I o — _1,_2 . .'r:’
et lim —=0: lim —=0: lim — =10
T——0C —— r——oo 12

done lim —— =
z——oc 322 =5

Remarque : La limite en +0 ou en —oo d’une fonction rationnelle est égale a la limite du quotient des termes du plus
haut degré.

1.4 Limites et ordre

Théoréme 2 Limites et ordre

1. Théoréme des « Gendarmes »
Si, pour x « assez voisin de a »(a fini ou infini), on a : u(x) < f(x) < v(x) et si u et v ont
la méme limite [ en a, alors :
lim f(z) =1
r—a

2. Cas d’une limite infinie

Si, pour x « assez voisin de a »on a f(x) = u(z), et si :

lim u(z) = +oc, alors lim f(z) = 4+
r—a T—a

(Enoncé analogue pour —oc)

——_ —



