Intervalle de fluctuation, estimation
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1. Intervalle de fluctuation

% Théoréme (Intervalle de fluctuation asymptotique)

Si X, suit une loi binomiale B(n:p). alors la fréquence de succés F, = Tﬂ vérifie :

lim P(p—un%s;ﬂ, gp+m,—'““a}__ﬂ)=1—n
n—+oo n n

o u, vérifie P(—u, £ Z < u,)=1—a pour £ suivant la loi normale centrée réduite A (0:1).

Démonstration El

Daprés le théoréme de Moivre-Laplace :

X np
lim Ples —=——— < b|=
n—foc ( Jnp(l—p) )

En particulier, pour ¢ = —u, et b=u, . ona:

. X, —np
lim P| —u, €§ —=———%<u,
n—#c ( Jap(l—p) )
Or :
X, —n

—ly S W—};}'ﬂ <u, == —ufnp(I—p) < X, —np < u,fnp{(1—p)
== np —uyJnp(1—p) < X, < np+u,/p(1—p)
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Ainsi p(_un e Xn—mp "ﬁ)= (P_,h_xfﬂﬁ}_—iﬂgpn wwn_w'il—:ﬂ)
T
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Jnp(1=p) n

Et on a bien lim P(p—unMiF —"‘Tﬂ:l_ﬁ})=l—nr u

n { + ¥
2Y Définition

Pour tout nomhre o € ]ﬂ:l[ . [p — U,

JeO-p) JP{I—P)]
TET T

est appelé intervalle de fluctuation

asymptotique de F, au seuil 1 —a.

En pratique
Pour a = 0,05, uy, = 1.96. On en déduit que lorsque n 2 30, np 25 et n(l—p) 2 5. la
fréquence de succés F, fluctue avec une probabilité de 0,95 = 95 % dans Uintervalle :

Je(l=p) Je(l—p)

Cet intervalle est l'intervalle de fluctuation asymptotique de F, 4 95 %.

p
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- Explication (Intervalle de fluctuation vu en seconde)
\g Pour pE[ﬂ 1] ona p(l—p)< 0.25. done 1,96 p(1 — p) < 1.964/0.25 <
_fun:-,ll —I{Jﬁ:: +l‘]ﬂ"'p“ ] [ J—P-I-J—]

Done, P(p—l,%ﬂg{}ﬂ p+lqﬁ:‘$)£ P(p—JL;Qanp+J—E).

Sous les conditions n 230, np 25 et n(l—p) 25, P(p —l.ﬂﬁ—‘[.:r_] < F, < p+1‘]ﬁ—“P{}__P]) = 0,05
n n

Par conségquent, on a pour n assez grand, P(p - % s Fhsp+ Q'L) = 0,95.
n

Ainsi, on retrouve Uintervalle de fluctuation dune fréquence au senil de 95 % vu en seconde.

Exercice
On considére que la probabilité gqu'une personne tirée an hasard soit une fille est de 50 %.
1. Dans quel intervalle fluctue la fréguence des filles dans un échantillon de 35 personnes tirées an hasard 7
2. Dans une classe de 35 éléves, on dénombre 13 filles. Peut-on considérer qu'il ¥ a une sous-
représentation des filles dans cette classe 7

2. Estimation

Explication

B}‘ Considérons une expérience aléatoire i deux issues possibles (succés ou échec) dont on ne connait pas
la probabilité de succés p. On désire estimer au mieux p 4 partir de la réalisation de n expériences

indépendantes. Pour cela, on va utiliser un intervalle de confiance.

% Définition

Soit o € [l'.l:l] . On appelle intervalle de confiance an nivean 1 — o pour l'estimation de p, noté I, un

intervalle qui ne s'exprime qu'en fonction de F, et n, et tel que P(pel.1z21—a.

% Théoréme

Lorsque n est assez grand (en pratique n = 30, np = 5 et n(l— p) = 5). l'intervalle :
1 1
I, = [Fn _Ll.r +—]
¢ N

est un intervalle de confiance au niveau de 95 % pour Uestimation de p.

Démonstration @

On a vu que pour 1 assez grand, P(p — jl- = F, sp+ ?l-) = 0,95,
n n
=

al-
=

Or p—%iﬂ%p+
n

Par conséquent P(F‘ﬂ -
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En pratique
On dira que p est élément de Uintervalle [f - L_f + L avec un niveau de confiance de plus de
NN

95 %, on fdésigne la fréquence observée sur un échantillon de taille n.
Avec les exigences usuelles de précision, on utilise cet intervalle dés que n 230, np 25 et n(l—p) =2 5.

Exercice
Lors d'un serutin électoral, on souhaite connaitre la proportion p de frangais votant pour le candidat « A ».
L'institut [PS0OS méne une enquéte auprés de 1000 personnes tirées au hasard et avec remise (i.e. quune
méme personne peut éventuellement étre choisie plusieurs fois). Le résultat indique qu'une proportion
f =49 % d’entre elles voteront pour le candidat « A ».

1. Quelle est la loi suivie par le nombre de personnes votant pour « A » dans une enquéte avec remise

effectuée auprés de 1000 personnes,
2. Etant donné le résultat de U'enquéte, donner in intervalle de confiance 4 95 % pour l'estimation de p.

3. Peut-on affirmer d'aprés 'enquéte que le candidat « A »n’aura pas la majorité des votes 7
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