TS ARITHMETIQUE feuille 61

On rappelle la propriété, connue sous le nom de petit théoréme de Fermat : « soit p un nombre premier
et @ un entier naturel premier avec p; alors a?~! — 1 est divisible par p ».

1. Soit p un nombre premier impair.

1. Montrer qu'il existe un entier naturel k, non nul, tel que 2 =1 [pl.

2. Soit k un entier naturel non nul tel que 2k =1 [pl et soit n un entier naturel. Montrer que,
si k divise n, alors2" =1 [p].

3. Soit btel que2”=1 [p], b étant le plus petit entier non nul vérifiant cette propriété.

Montrer, en utilisant la division euclidienne de n par b, quesi2” =1 [p], alors b divise n.

2. Soit g un nombre premier impair et le nombre A =29 —1.
On prend pour p un facteur premier de A.
1. Justifierque:29=1 [p].
2. Montrer que p est impair.

3. Soit btelque2?=1 [p], b étant le plus petit entier non nul vérifiant cette propriété.
Montrer, en utilisant 1. que b divise g. En déduire que b= q.

4. Montrer que g divise p — 1, puis montrerque p=1 [24].

3. Soit A; =2'7—1.Voicilalisle des nombres premiers inférieurs 2 400 et qui sont de la forme 34m+1,
avec m entier non nul : 103, 137, 239, 307. En déduire que A; est premier.



