TS LOGARITME feuille 314

Exercice 3 7 points Thémes : fonction logarithme, suites
Les parties B et C sont iIndépendantes

On considére la fonction f définie sur |0; +oo| par

flx)=x-xlnzx,

ol In désigne la fonction logarithme népérien.

Partie A
1. Déterminer la limite de f{x) quand x tend vers 0.
2. Déterminer la limite de f{x) quand x tend vers +oo.
3. Onadmet que la fonction f est dérivable sur |0 ; +oo| et on note f' sa fonction dérivée.
a. Démontrer que, pour toutréel x >0, ona: f'(x) =-Inx.

b. En déduire les variations de la fonction f sur |0 ; +ocl et dresser son tableau de
variations.

4. Résoudre I"équation f{x) = xsur|0; +oal.

Partie B

Dans cette partie, on pourra utiliser avec profit certains résultats de la partie A.
On considére la suite (u,,) définie par

Lig = 05
Hpe1 = Uy-—U,Inu, pour tout entier naturel n,

Ainsi, pour tout entier naturel n, ona: My = f (UL,

1. Onrappelle que la fonction f est croissante sur l'intervalle [0,5; 1].
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: 0,5 = u, = yy = L.

2. a. Montrer que la suite (u,) est convergente,

b. On note £ la limite de la suite (u,;). Déterminer la valeur de £.

Partie C

Pour un nombre réel k quelconque, on considére la fonction fi définie sur |0 ; 4+oc| par:

frlx)=kx-xlnx.

1. Pour tout nombre réel £, montrer que fi admet un maximum y,. atteint en x; = ek-1,

2. Vérifier que, pour tout nombre réel k,ona: x;. = yp.



