Sup INJECTION SURJECTION BUECTION feuillela

Exercice 1 Soient f: R — Ret g: R — R telles que f(r) =3z + 1l et g(x) =27 — 1. A-t-on
feg=gof?

Exercice 2 Soit f: B — R définie par f(z) = 2r/(1 + 7).
f est-elle injective ? surjective ?

Montrer que f(R) =[-1,1].
Montrer que la restriction g : [-1,1] — [-1,1] g(x) = f(x) est une bijection.

Ll

Retrouver ce résultat en étudiant les variations de f.

Exercice 3 OUn considére quatre ensembles A, B, (' et [ et des applications f : 4 — B,
g:B—C, h:C — D. Montrer que :

geo f injective =- [ injective,

g o f surjective =- g surjective.

Montrer que :
[g o [ et h o g sont bijectives :] = [_f, g et h sont bijective:;).

Exercice 4 Soit f : B — C t +— ¢% Montrer que f est une bijection sur des ensembles &
préciser.

Exercice 5 Soit f: [1, +0c[— [0, +00] telle que f(x) = 2* — 1. f est-elle bijective ?
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Correction 2 1. f n'est pas injective car f(2) = 2 = f(3). f n'est pas surjective car y = 2
n’a pas d’antécédent : en effet 'équation f(r) = 2 devient 2r = 2(1+41%) soit r* —z+1 =0
qui n'a pas de solutions réelles.

2. f(x) = y est équivalent i I'équation yr* — 2r + y = (. Cette équation a des solutions
si et senlement si A = 4 — 4y* = 0 donc il ¥ a des solutions si et seulement si y € [—1,1].
Nous venons de montrer que f(R) est exactement [—1, 1].
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on T = ﬁg. La seule solution = € [—1,1] est = = _ﬂ‘yE en effet » = S L=

3. Soit y € [—1,1] alors les solutions = possibles de 'équation g(z) = y sont » = =

—¥% e [- - —_ = . ' & nverse b
Yoy € [-1.1]. Done pour g : [-1,1] [~1,1] nous avons trouvé un inverse f :

[-1,1] — [-1, 1] défini par h(y) = :{.E Done g est une bijection.

2 - gy 0] Il
4. f'(x) = %1 done f’ est strictement positive sur |—1, 1[ done f est strictement croissante

sur [—1,1] avec f(—1) = —1 et f(1) = 1. Donc la restriction de f, g : [-1,1] — [-1,1],
est une bijection.

Correction 3 1. Supposons go f injective. et montrons que f est injective : soit a, a’ € A
avec f(a) = f(a’) donc go f(a) = go f(a') or go f est injective donc a = a'. Conclusion
on a montré :

Va,a' € A fla)=fld)=a=d
c’est la définition de f injective.

2. Supposons g o f surjective, et montrons que g est surjective : soit ¢ € ' comme go f
est surjective il existe a € A tel que go fla) = ¢: posons b = f(a), alors g(b) = ¢, ce
raisonnement est valide quelque soit ¢ € ' done g est surjective.

3. Un sens est simple (<) si f et g sont bijectives alors g o f 'est également. De méme avec
hog.

Pour I'implication directe (=) : si go f est bijective alors en particulier elle est surjective
et done d’aprés le deuxiéme point g est surjective.

Si h o g est bijective, elle est en particulier injective, donc g est injective (c’est le 1.). Par
conséquent g est a la fois injective et surjective donc bijective.

Pour finir f = g~' o (g o f) est bijective comme composée d’applications bijectives, de
meme pour fi.



